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ПРОСТРАНСТВА АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ 


Рассматривается оператор Данкла как частный случай оператора обобщенного 
дифференцирования Гельфонда- Леонтьева. Средствами теории последних опи- 
сывается класс операторов, коммутирующих с оператором Данкла. Устанавливает- 
ся гиперцикличность и хаотичность операторов этого класса. 

Ключевые слова: обобщенная производная Гельфонда-Леонтьева; производная 
Данкла; коммутация операторов; операторы комплексной свертки; гиперцикличе- 
ские и хаотические операторы. 


Пусть Н (С) - пространство голоморфных в односвязной области 
с | функций, наделенное топологией равномерной сходимости на 
компактах. В работе [1] развит гармонический анализ для оператора Данк- 
ла на пространстве М (0 ) и установлена гиперцикличность и хаотичность 
линейных непрерывных в М (0 ) операторов, которые коммутируют с опе- 


ратором Данкла. В настоящей работе мы рассматриваем оператор Данкла 
как частный случай оператора обобщенного дифференцирования (ООД) 
Гельфонда-Леонтьева, что позволяет развить для него гармонический ана- 


лиз на пространстве НЫ (С). 


1. Под ООД понимается любой линейных непрерывный в Н (С’) оператор 


со свойством: Ш)?” = а Те. п О, = 0 [2]. Необходимо 


п- 


аналитическая в единичном круге 02(0,1) функция 4(2) = 4,2” на- 
п= 0 
зывается порождающей функцией оператора /[). Согласно [2] непрерыв- 


2 
ность Д равно сильна аналитическому продолжению а — как функции 
1 


двух переменных из точки (0, ) в каждую односвязную область 
С, (С ' 0 0 где {С} - последовательность исчерпываю- 
п № (п) п 


щих (С ограниченных областей: 
2 а Сб М ь м 


Дифференциально-разностный оператор Данкла определяется по 


правилу: 
2+1 /(2)- ГС 2) 


[А Л[(2)= (2) > 


> -— 
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п-1 


р, ЗО 





Так как А 2” = и2 


п ре В: В 
Я 2 (1- 2) 1-2 
Оператор Данкла естественнее назвать дифференцированием 
(производной) Данкла. Из определения следует, что односвязная область 
С необходимо должна быть центрально-симметричной. Она содержит на- 
чало координат. Действительно, соединим какие-либо две точки 


20,- 20 С ломаной [ С. В силу односвязности С’ ограниченные 
0 0 


4(2)= 





ломаной [ (.) (-Г) С компакты содержатся в ней. Нуль принадлежит од- 
ному из них. 
4(2) - рациональная функция с полюсами в точках 2=+1. 


Компакты С. считаем центрально симметричными и содержащими 0. Так 
— у 
как С, Ом), то 1 (2,1) @, (бут > 11, поэтому Аи 


непрерывен и Н(С). 
Докажем, что А и Имеет непрерывный линейный правый обратный 
оператор обобщенного интегрирования Гельфонда-Леонтьева, который 
-1 
естественно обозначить А’. Необходимо 
-1_п 1 п+1 1 п+1 
р р’, ИЕ 0.1,.... 


а й. Е] ;‚ 20 + о 1") 


Тогда порождающая функция оператора / я | равна 





4! (2)= 1 7 1 221 } 1 2 _ 


у = 
ыы Мас 0") Е 024+ 1+ 24 +1 





1 +1 Ша((- 1 Ш- 27 

( % 22 - п( 2 2 (а + 1:2 + 2:22)- п( 2 ) 
2+ @ +2), 22 20:1 22 
где гипергеометрическая функция ›Ё (1.4 + 1;4 + 2;2) имеет на своей 
римановой поверхности точки ветвления 0,1, — [3]. Следовательно, 


2 
а, - аналитически продолжается из 0О.(0,1) Ш,( ‚1) в каждую об- 
ласть С’, (бу), и поэтому А [1 расширяется до линейного непрерыв- 
ного преобразования в Н (С). 


Обобщенная экспонента дифференцирования Данкла А й з ОПреде- 
ляемая из уравнения [А „е](2)= е(2), е(0)= 0, задается рядом 
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1 
е(2) = р". В [1] она названа ядром Данкла, и там же вычис- 
п=0 4..1 
лены ее тейлоровские коэффициенты: 
Га +1 
е(2) = ( ) 2” 
о. 
я 
где [ ] - антье. 


Покажем, что оператор дифференцирования А, эквивалентен в 


пространстве Н (С’) классическому оператору дифференцирования р 
я 


Для этого нужно построить оператор преобразования \„ в а! т.е. то- 
я 


а 
пологический изоморфизм в Н(С) со свойством Ло Л \ = = о.Л. Опре- 
р 


делим на пространстве степеней диагональный оператор 











а 1 
т о Аа. п= 0.1,... ° 
Га+Пм! 
Его порождающая функция равна 
| 
Е 
| 2 АГ (а Ю) 2 
4, (2)= 2 = в: 
и Га+Пл! о Г@+02Ю! 
221 (@+1+ 4+1) пе Ген Ю и, 
во Г(@ +1) (2+1! ог +1) ; 
Г 


+2 Г (а т А 221 = ›Е 1 + к з 2 + 1)2 Яо 10 + о 
тео > 2 - 


р 
По тем же причинам, что и выше, „Л расширяется до непрерывного преоб- 


разованияв Н (С). 
Рассмотрим теперь диагональный оператор: 
д Га+)пт! 
Л = ( ) и Пе бы 


0-й а. 1 
2 2 
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пм! Га +1) (2К)! 
п=00" В Га + 1+ п 1 о АЛЕ) 
2 2 
1 3 
Г +1 Га+) - 
Г (4 + (2+ 1! 2 - о КК ( 2 К 2+1 _ 
во Гиза шо Г(@ +14) но Г(а+ 2+4) 





= В а? + 22Е 13:0+2;2?, 
й, 24 +1) 2 


то есть ‚Л -1 также расширяется до линейного непрерывного преобразова- 


нияв НЫ (С). 
Так как для И = 0,1... 


ВЫ 
2 


1-1. 4. р = ЕСИ, т 
рр (К- ПГа+в) 
0, п=0 
2" Пр п 1 
5 га п! а 
Гал! м И 
о о п- 0 
26221, К= 0 
” ЕЕ п, 


24 +1+ К)22, К= 0,1... 
а 


Я 
О о— о.] на Н(С). Таким образом, А, эквивалентен — 
Е 42 
в Н((). 
Замечание. Сопряженный с диагональным оператором „Л оператор .Л' 
непрерывен в Ну(С'’ = Е(№)= г Е® Н(С’, ЕС )=0 и 


п+1° 
п= 0 


тен п р 
„ ЭТО 
ира Га+)м! [ 
следует из определения сопряженного оператора. 


действует по правилу | 
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2. Опишем класс линейных непрерывных в Н(С’) операторов, коммути- 


- а 
рующих с дифференцированием Данкла. Из равенства А’ = Л’ © —®.Л 


ЧЕ 
получаем: 
ит. СЯ а а 
А АГ Е о ыв 51. 
в= А, г е (пл) т 2 


Таким образом, задача сводится к описанию линейных непрерывных в 
Н(С) операторов, коммутирующих с классическим дифференцированием. 


Теорема 1. Равносильны утверждения: 
1) отображение, определенное на последовательности степеней 
ИП 


{2"} по правилу [14" (2) = Са" ‚ расширяется до линейного 
К=0 
непрерывного преобразования в Н (С); 


2) символ линейного непрерывного в Н(С) оператора [, 


[2е*'] (2) 


е2А 


является независящей от 2 целой функцией экспоненциально- 


а 
го типа а(2):= т ",и\ум П ВМ№(”)> п функция двух перемен- 
ей 


ных 2 О(2,ё) С, 2 Б(2,) (Ц, АЧа-З с 


п! я 
п= 0 (1 -2 ) 
аналитически продолжается В односвязную область 


ал 
С №(я) С П О. тем самым Г, представляется в виде оператора 
комплексной свертки: 


1 
[Ру2) = — УКА(- 2)4!. 
211 . 
ГОм(и1 
3) линейный непрерывный оператор /, в Н(С) коммутирует с 


—— на последовательности степеней {2%} . 





та 
Доказательство. 2) 1). [[41"](2):= 
ее р “= а р = | а а р 
эт; НГ” а ое“ ры 
21 К в0((- 2) во 2 нь к (1 2) во К!(и- К) 
1) 3). Действительно, 
п-1 п-1 
(12”)"= Юст бара, 
К=0 К=0 
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3) 2). Заметим, что из полноты системы степеней т: В 


а 
Н(С) и непрерывности [, следует коммутация [./— = — на всем 
г а 


Н(С(). Так как ("ен П = 0, о [[4”](2) есть многочлен степени 


п. Обозначая а, := [11] (0) ‚ имеем: 


"ле ПИРА” ” ОЕ Са" 
[27 ](2)(2) на” 1(2) (0) Е пы 1(2)(0) - Са. 


0 
Так как оператор сдвига 5:Н(б)+ Н(С- 2), 2 С, [51 (2)= Л(2+ 2) 
и обратный к нему коммутируют с р то без потери общности можно 
2 


предполагать О (С. 
Согласно [4] имеем такое интегральное представление: 


1 
ГУ) = — У К(Е, 2) 
271 
ГОМ(и)+1 
где ядро К(1,2) есть голоморфная функция двух переменных на каждой 
односвязной области С’ С„. Функция двух переменных [Гей (2) 
является аналитической по Д ([ (по теореме о производной интеграла 
по параметру) и по 2 {во . При этом она является целой функцией экспо- 
ненциального типа по Д как обратное преобразование Бореля по Ё от 


ядра К(1,2). Ее разложение в ряд Тейлора в окрестности точки (0, 0) 





т+ п Й т 
[Ге^!| (2) = 1 9 [ре (0,0) тп > [11 (0), "(1 2)" = 
тео МИ! 94 "92 оо Ш! 
ех. СОДИ, ар 
0! д0й 


Отсюда и из сделанного выше замечания следует, что а(1) есть целая 
функция экспоненциального типа. 
Применим к полученной функции прямое преобразование Бореля: 


К(,2)= еЧа{|)е" = ее" (1) =: А@-2), 
0 0 
где (Г) - преобразование Бореля функции 4(1). 
Теорема доказана. 
Замечание. Теорема, в частности, решает задачу представления класса 
линейных непрерывных операторов в Н(С’), коммутирующих с операто- 


ром дифференцирования, поставленную в ([5] с.137). Причина столь дол- 
гого ее «решания» состоит в том, что ядро оператора комплексной свертки 
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А(1 ) оказывается, вообще говоря, неоднозначной аналитической функци- 


ей при ее продолжении в области С" №(и)- С. Об этом свидетельствует 


нижеприведенный пример. 


Пример. Положим С := (с; 1,5). Это неограниченная односвязная 
п=0 
область, и ее «сумматор» 5(С):= {2 С:С0+2 С(}= {0,1,...}. Положим 


А(Р) = Ш 1-, ‚ 4( )=0 в 0Щ0,1]. Точки 0,1 являются для А(1) 


точками ветвления, и потому она не продолжается до однозначной анали- 
тической функции в проколотую окрестность, например, точки 0. С другой 





стороны, "С, Си №(и)= п+1 функция А(- 2) = Ш 1- ана- 


1-2 
литически продолжается из 0,( ‚Ю) 0.(0,) в каждую область 


С' ,- С». Поэтому оператор комплексной свертки 


[72 = = Уд 1- 
ГО 1 


непрерывен в Н(С). На подпространстве целых функций он представим в 
виде дифференциального оператора бесконечного порядка с постоянными 


(СА 





1-2 


-1 
коэффициентами [[](2)= У (2) : 
Ри («+ 1)! 
В доказательстве аналогичной теоремы для производной Данкла 
нам понадобится 
Га +1 
е(2)= ( ) 2” 


02" М ти И 1 
2 2 





Лемма. Обобщенная экспонента 


дифференцирования Данкла Л „ имеет такое интегральное представление 


1 
Г +1) 2\а-и 
е(2) = (1-х) ”?(а+ хе? + а- зем] ах, 
Г (07) (а + №) о 
и является целой функцией экспоненциального типа с сопряженной диа- 
граммой [- 1,1] [6]. 
Доказательство. Ее преобразование Бореля 
Га+Ппм! 1 
Е(0) = О т= 
р п и+ я. 
В о ее 
2 
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1 
- Е ги + р, : + 2 2В го + 2 И = 
1 р. 1 2(а + 1 2 1 


„Я ео а" у 1 Г(@а +2) Я 
ГИГ @+ У), ® 2 + РГО @ + №). Е 
т 
1 
2Г (@+ 1 (1-22 1,2(1- 2872 а о хе? 
хе ( ) (1- х^) т х“(1- х”) а РА о х 


= + 0 
ГГ @а+ у) 6 Ре й Вх о И-х 








Чи = 


— 





по свойству гипергеометрической функции аналитично вне |- 1,1]. Откуда 
е(2) есть целая функция экспоненциального типа с сопряженной диа- 


граммой в отрезке [- 1,. 





= № ебвоае- с, а их 
211 ) 21. Р-х2 


С 0 С 


Ах = 


} 1 1 . з т 
= те. (+х)*2(- х) 24+ - о: (1-х) *2(+х) 2еах= 
р 2 
0 0 
ео. — 


Ога). 


Остается оценить рост последнего интеграла снизу на лучах аг® 2 = 0,7. 


Лемма доказана. 
Назовем, следуя [7], обобщенным преобразованием Бореля, поро- 


жденным обобщенной экспонентой (2), правило, сопоставляющее функ- 





(- 2 (1 х)е”" + (1- х)е` =} ах. 








в Я п 

ции экспоненциального типа (2) а аналитическую в окрестности 

п-07 
ь гаи " Е 
Н И НКЦИ п ' 

есконечности функцию [В ии [(15 ВЛ (0), 
го Га+ т! р 

где [ВХ (Е) = Л. - классическое преобразование Бореля. Обратное 





п=0 
обобщенное преобразование Бореля [8], порожденное обобщенной экспо- 
нентой е(2), сопоставляет аналитической в окрестности бесконечности 





функции Ё(Е) = г целую функцию экспоненциального типа 
п= 0 
Га +1 1 
В (ау шее В 2" = — е(2)Е(Ва. 
. п 1 211 


й [о 


=02” И Г" +1+ 





Теорема 2. Равносильны утверждения: 
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1) отображение, действующее на последовательности степеней 


{2"} по правилу 





Г @+1) з 
о ь т 
2 2 
те и- Тау рев 
Е 


расширяется до линейного непрерывного преобразования в Ы (С; 
2) для линейного непрерывного в Н(С) оператора [: 


[2е(41)| (2) а(4)е@2), а@)= #1 " - есть целая функция экс- 
п=0 и: 
поненциального типа, и Чи П 3/М№(и)> И функция двух переменных 


Я 


п 
т 2) 
аналитически продолжается В односвязную область 


РА 0(2%,ё) С, Г, О , К) С" (и) А(1- 2) = 





С" у) С ПП . Такой оператор /, представим в виде обобщен- 
ной комплексной свертки 
[[](2) = = У(И В,а(4 )е(1 2) (1,2). 
ГОМ(ит 
3) линейный непрерывный оператор /, в Н(С) коммутирует с 
А а На последовательности степеней а 
Доказательство. 2) 1). 


| 
7 п!Г (@ +1) п (2) 
ее 
2 2 
| 
ль вое МЫ: а а 
енот По 
2 2 


(п) 
а = е(к) | В,а(1 )е(1 2) (а = 
Л1 


|= (=0 
= [а еб этот Сао") 
А=О 
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ы С (п- К)!Г (@ +1) зы 


п Я, 2 
Е=0 2"-* п-К п- А+ 1 


Г а+1+ 


1) 3) доказывается по той же схеме, что и в теореме 1. 
3) 2). Воспользуемся теоремой Гурвица о сложении особенно- 


стей [9]. При фиксированном 2( С функция экспоненциального типа 
е(2/) согласно лемме имеет сопряженную диаграмму [- И По 
условию функция А(Г) аналитически продолжается в область 


С" С ‚ дополнение которой является звездным множеством. Тогда 


по теореме Гурвица функция [ Ва(4 )е(4 20) (Г) аналитически продол- 
жается в область 


((б"мед- С, + [- 2д20]}'= Г] бу" 2+ Г 220] 
= |[226, @ +22) бу: 

В силу сделанного выше замечания об операторе „Л" туда же будет 
продолжаться и функция [Ва )е(4 20 ) (#) = [( Л В) а(1 )е(4 20 ) (2). 
Поэтому она удовлетворяет условию на ядро линейного непрерывного опе- 
ратора в Н(С”). Так как В-'К((,2) (2)= [[е(11)] (2) а(4)е(4 2), то 

К(,2) |Вьа(1)е@ 2). 

Теорема доказана. 

Замечание. Обобщенное преобразование Бореля (называемое В, = 
преобразованием), порожденное функцией Митгаг-Леффлера 
е(2) = Е) (2), было введено в [10]. Для него аналогичный по форме опе- 
ратор обобщенной комплексной свертки ранее рассматривался в [11]. 

3. Напомним ряд понятий динамической теории [12], [13]. Пусть [, есть ли- 
нейное непрерывное преобразование локально выпуклого пространства Ё. 
Орбитой элемента х ЕЁ называется последовательность О’Б(Ё,х):= 

= {х,[х,[Рх,.... Элемент Х называется циклическим (гиперцикличе- 
ским) для [., если О’Б(Ё,х) полна (плотна) в Ё'. Преобразование [, на- 
зывается циклическим (гиперциклическим), если оно имеет циклический 
(гиперциклический) элемент. Элемент х Е называется периодическим 


для преобразования [,, если Зи ( ["х= х. Преобразование [, на- 


зывается хаотическим, если оно имеет плотное в ЕЁ множество периоди- 
ческих элементов. 
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Теорема 3. Пусть [, есть линейное непрерывное не скалярно кратное 
тождественному преобразование пространства М (С’), где (7 есть звезд- 
ная центрально-симметричная область в ] ‚и РА а= А Я Ё на Н(С). 
Тогда /[, имеет инвариантное относительно А, гиперциклическое много- 


образие, которое плотнов Н (С). [. является также хаотическим. 
Доказательство. В силу эквивалентности операций дифференциро- 


вания А а И —_ достаточно доказать эту теорему для последнего. 
ил 


Схема доказательства совпадает с таковой для преобразований в 
Н (0 в ) [12] и также опирается на следующую версию для пространства 


Фреше следствия 1.5 этой статьи: 
«Пусть для линейного непрерывного преобразования [Г про- 


странства Фреше Е последовательность {Г, Е поточечно сходится к 


нулю на некотором плотном в Ё подможестве И’. Если существуют плот- 
ное подможество И’ Е и отображение 5:И’- Й’ такие, что Т5 


тождественно на И’ и {5 т поточечно сходится к нулю на И’, то преоб- 


разование [, гиперциклическое на пространстве Ё’». 
В силу условия характеристическая функция @(7) непостоянна, и 
потому множества А:= {2:|а(2) К Ц, В: {2 а(2)р 1 открыты в [Т. 


Поэтому подпространства У := зрап{е\? :1 А}, И= зрап{е^? :1 В} 





4 Й] и 
плотны в Н(С(). Отображение 5(е'”) = е`” продолжается по линей- 


а(4) 
ности на все И”. Напомним, что [Ге”'](2)= а(4 )е^? . Каждая гиперцикли- 
ческая функция /’ преобразования [, порождает плотное в Н(С) ги- 
перциклическое многообразие { [р(Г.)|( Г) :миегочлен | 
Докажем хаотичность. Будем искать периодические для [, функ- 
ции вида е^2. Имеем импликацию: 


[Ге (2)- 2 = (а"(1)- Пе = 0 а(1)= ехр РЕ ют ПЕ: 0,..п-1, 
И 


жк. 
Так как множество Л = ИЯ :3и П.К п-1 а(1)= ехр а } 


имеет предельную конечную точку, то по теореме единственности подпро- 
странство периодических функций 5рап{е'?:4 \ } плотно в Н(С). То 


есть преобразование /[, хаотическое. 
Теорема доказана. 
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